




Graph 1. )2 대칭성과 홀짝성
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그림과 같이 점 (p, q)에 대칭인 함수를 ‘중심이 (p, q)인 점대칭함수’ 또는 점대칭함수라

부르기로 합시다. 점대칭함수의 그래프인 곡선 y = f (x) 위의 점 P에 대하여, 점 P의

대칭점 P′은 곡선 y = f (x) 위의 점입니다. 이때 함수 f (x)의 정의역에 속하는 모든 실수

x가 다음을 만족시킵니다.

f (x) + f (2p− x) = 2q

이 식의 x에 x = p+ t를 대입하여77)

77) f (x)의 정의역이 실수

전체라면 x = p+ t를

자유롭게 대입할 수

있겠지만, f (x)의

정의역이 제한되어 있다면

t의 범위에 주의해야

합니다.

다음과 같은 표현을 사용할 수도 있습니다.

f (p+ t) + f (p− t) = 2q

대칭성

함수 f (x)의 그래프 G를 대칭이동한 도형 G′이 G와 일치하는 성질을 대칭성이라 부

르기로 합시다. 어떤 함수가 대칭성이 있으면 선대칭함수 또는 점대칭함수이고, 대칭성

이 없으면 선대칭함수도 아니고 점대칭함수도 아닙니다. 마치 실수에서 부호가 있으면

음수이거나 양수이고, 부호가 없으면 0인 것과 같습니다. 한편 선대칭함수이면서 동시에

점대칭함수인 함수는 상수함수뿐입니다.78)

78) 이는 본문에서 말하는

선대칭함수가 대칭축이

x = a인 경우로

한정되었기 때문입니다.

선대칭의 대칭축이 x = a

가 아닌 경우를 생각한다면

더 많은 함수들이

선대칭성과 점대칭성을

동시에 갖습니다. 예를

들어 일차함수와 〈수학〉

에서 배우는 유리함수의

그래프는 점대칭성과

선대칭성을 동시에

갖습니다.

특별한 대칭성 : 홀짝성

O x

y

O x

y

대칭성을 띠는 상황 중에서 가장 간결한 상황은 ‘y축에 대한 대칭’과 ‘원점에 대한 대칭’

입니다. 이러한대칭성을홀짝성이라부르기로하고, 중심이원점인점대칭함수를홀함수라

부르기로 하고, 대칭축이 y축인 선대칭함수를 짝함수라 부르기로 합시다.79)

79) 홀함수와 짝함수라는

용어를 쓰는 것은 용어에

담긴 의미를 생생하게

나타내기 위한 것입니다.

주로 쓰이는 용어인

기함수의 기(奇)는 홀을

의미하고, 우함수의 우(偶)

는 짝을 의미합니다.

영어로도 마찬가지인데,

odd function과 even
function에서 odd와
even이 각각 홀, 짝을

의미합니다.

홀함수는 정의역 내의 모든 실수 x에 대하여 f (−x) = −f (x)를 만족시키고, 짝함수는

정의역 내의 모든 실수 x에 대하여 f (−x) = f (x)를 만족시킵니다. 대표적인 홀함수로는

홀수차항으로만 이루어진 다항함수, sinx, tanx가 있고, 대표적인 짝함수로는 짝수차항

으로만 이루어진 다항함수, cosx가 있습니다.

어떤함수가홀짝성이있으면홀함수또는짝함수이고, 홀짝성이없으면홀함수도아니고

짝함수도 아닙니다. 마치 실수에서 부호가 있으면 음수이거나 양수이고, 부호가 없으면 0

인 것과 같습니다. 한편 홀함수이면서 동시에 짝함수인 함수는 y = 0뿐입니다.



주기성03
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주기함수

함수 f (x)가 0이 아닌 상수 a와 정의역 내의 임의의 실수 x에 대하여

f (x+ a) = f (x)

를 만족시킬 때, ‘함수 f (x)는 주기함수’라 합니다.

O x

y
a a a

)x(f=y

O x

y a

)x(f=y2

a

2

a

2

a

f (x+ a) = f (x)를 만족하는 주기함수의 그래프는 y = f (x)를 x축 방향으로 a만큼

평행이동한 그래프가 y = f (x)와 일치하므로, a마다 동일한 모양이 반복됩니다.

준주기함수

함수 f (x)가 상수 a와 정의역 내의 임의의 실수 x에 대하여

f (x− a) + b = f (x)

를 만족시킬 때, ‘함수 f (x)는 준주기함수’라 부르기로 합시다.80) 80) ‘주기함수의 정의’와

일관된 표현을 위해서는

좌변을 f (x+ a)− b로

적는 것이 좋지만,

평행이동을 고려하면

본문의 표현이 더

자연스럽습니다.

O x

a

b

y

a

b
a

b

)x(f=y

f (x− a) = f (x) − b를 만족하는 준주기함수의 그래프 y = f (x)를 x축 방향으로 a

만큼, y축 방향으로 b만큼 평행이동하면 y = f (x)와 일치하므로, a마다 동일한 모양이

반복됩니다.



Graph 3. )2 조각함수, 절댓값함수, ‘취하다’
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‘취하다’라는 용어의 정의와 확장

교육과정에서 ‘취하다’라는 말을 정의하지는 않았습니다. 하지만 여러분은 ‘등식 a = b

에 대하여 log을 취하면 log a = log b이다’와 같은 표현을 많이 접했을 것입니다. 이를 좀

더 형식을 갖추어 표현하면 다음과 같습니다.

함수 f (x) = log x의 정의역의 원소 a, b에 대하여 a = b이면 f (a) = f (b)이다.

이러한 방식으로 등식에서 ‘양변에 무엇을 취한다’는 것의 의미를 정하기로 합시다. 즉

등식 a = b에 대하여 다음과 같이 생각할 수 있습니다.

양변에 절댓값을 취하면 |a| = |b|

양변에 근호를 취하면
√
a =

√
b

양변에 로그를 취하면 log a = log b

이제 ‘취하다’의 의미를 확장하여 함수의 합성에도 적용해봅시다. y = f (x)에 절댓값,

근호, 로그를 취하면 각각 다음과 같습니다.

양변에 절댓값을 취하면 |y| = |f (x) |

양변에 근호를 취하면
√
y =

√
f (x)

양변에 로그를 취하면 log y = log {f (x)}

절댓값, 근호, 로그를 각각 절댓값함수 | |, 무리함수 √
, 로그함수 log라 생각하면, 다음과

같이 생각할 수 있습니다.

|f (x) | ⇔ f에 절댓값을 취한 함수⇔ (| |) ◦ f√
f (x) ⇔ f에 근호를 취한 함수 ⇔

(√ ) ◦ f
log f (x) ⇔ f에 로그를 취한 함수 ⇔ (log ) ◦ f

따라서 같은 문장 구조를 함수 g (f (x))를 설명할 때 쓴다면, y = f (x)의 양변에 g를

취하면 g (y) = g (f (x))이므로 g (f (x))를 ‘f에 g를 취한 함수’라 부르는 것은 매우 자연

스럽습니다. 거꾸로, f (g (x))는 ‘g에 f를 취한 함수’라 부르면 될 것입니다.

속함수와 겉함수

f (g (x))에서 안쪽에(속에) 위치한 g를 속함수라 부르기로 하고, 바깥쪽에(겉에) 위치한

f를 겉함수라 부르기로 합시다. 지금까지 정의한 용어로 합성함수를 설명하면 ‘속함수에

겉함수를 취한 함수’라 할 수 있겠습니다.

함수의 합성과 역함수

역함수와 연관지어 원함수 f : X → Y 와 역함수 f−1 : Y → X를 생각해봅시다. f

에 f−1를 취하면 항등함수 IX→X이고, f
−1에 f를 취해도 항등함수 IY→Y 입니다.

89)

89) 둘 모두 항등함수이기는

하지만, 정의역과 치역이

달라집니다. 합성되는

순서에 따라

① 속함수의 정의역

② 속함수의 치역의

부분집합인 겉함수의

정의역 (단, 현재 f와

f−1는 역함수

관계이므로 두 집합이

일치함)

③ 겉함수의 치역

을 화살표 순서대로

따라가며 분석해보면,

전자는 X → Y → X,

후자는 Y → X → Y 가

됩니다. 그래서 전자는

항등함수 IX→X , 후자는

항등함수 IY →Y 인

것입니다. 즉

함수 연산에서 역함수와 원함수가 서로 합성되어 있으면 연산이 취소됩니다. 마치 ×3을

했다가 ÷3을 하면 ×1이 되어 곱하기 연산이 취소되는 것과 같은 원리입니다.



그래프의 변형(신축)03
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f (x)에 kx를 취하거나, kx에 f (x)를 취하면 함수 y = f (x) 그래프의 모양이 쪼그라

들거나 늘어나면서 변형됩니다. 이는 마치 고무줄과 같이 신축성이 있는 물체를 한 방향

으로94)

94) 세로는 가만히 둔 채

가로로만 쪼그리거나,

가로는 가만히 둔 채

세로로만 쪼그리거나

늘리는 상황을 말합니다.
쪼그리거나 늘였을 때 나타나는 모습과 유사합니다. 이를 그래프의 신축이라고

부르기로 합시다.95)

95) 신축성에서의 신축(伸縮)

입니다. 네이버

국어사전에서는 표제어

신축1으로 ‘늘고 줆. 또는

늘이고 줄임.’을 제시하고

있습니다. 따라서 이때

우리가 그래프를

쪼그리거나 늘이는 행위는

‘그래프를 신축하다’,

늘여지거나 쪼그려진

그래프는 ‘신축된 그래프’

라 부를 수 있습니다.

‘신축’이라는 표현을

최초로 제안한 kzunny
님의 글은 아래의 QR
코드를 통해 확인하실 수

있습니다.

상하로(위쪽과 아래쪽으로) 신축

상수 k에 대하여 f (x)에 kx를 취한 함수 y = kf (x)의 그래프를 생각해봅시다. 이는

신축 전과 비교하였을 때, 같은 x를 대입했을 때 얻을 수 있는 y의 값이 f (x)에서 ×k한

kf (x)가 된 것입니다.96)

96) f (3) = 2이고 k = 5인

상황을 생각해봅시다.

f (x)에서는 x = 3을

대입하여 2를 얻지만,

5f (x)에서는 x = 3을

대입하여 10를 얻습니다.

동일하게 x = 3을

대입하였을 때 얻는

함숫값이 2에서 ×5된 10

으로 바뀐 것입니다.

따라서 y값이 0인 경우를 제외하고는 x축으로부터 멀어지거나

가까워지게 되므로, 그래프가 상하로 신축됩니다.

O x

y )x(f=y )x(kf=y

(a) 0 < k < 1인 경우

O x

y )x(f=y)x(kf=y

(b) k > 1인 경우

상하로 신축하더라도 x절편은 그대로 유지됩니다. 0 < k < 1일 때에는 그래프가 x

축을 향하여 위아래로 쪼그라들고, k > 1일 때에는 그래프가 x축에서 멀어지며 위아래로

늘어납니다.

O x

y )x(f=y

)x(kf=y

)x(kf−=y

k가 음수인 경우, y = −kf (x)의 그래프를 먼저 생각한 후, x축에 대하여 대칭이동한

것이라 볼 수 있습니다.

상하로 신축하면 쵯값과 극값이 바뀐다.

위 그림에서 알 수 있듯, 그래프가 상하로 신축하면 0이 아닌 쵯값과 극값이 바뀝니다.

따라서 그래프가상하로신축될때쵯값과극값의변화에따른상황이출제될수있습니다.



Basic 2. )2 극한 계산의 대전제

184 맑은개념 수학 I & 수학 II

연속함수의 재해석

x = a에서 연속인 함수 f (x)에 대하여 연속의 정의에 의하여 다음이 성립합니다.

lim
x→a

f (x) = f (a)

이때 a = lim
x→a

x이므로 우변의 a 대신 lim
x→a

x를 대입하면 다음을 얻습니다.

lim
x→a

f (x) = f
(
lim
x→a

x
)

이를 통해 연속함수 f는 f와 lim의 순서를 바꾸어도 값을 유지하는 함수라고 이해할 수

있습니다.

합성된 연속함수의 해석

‘치환’과 ‘연속함수의 재해석’을 이용하여 합성된 연속함수의 극한을 해석해봅시다.

x = ⋆에서 연속인 함수 g (x)와 x = g (⋆)에서 연속인 함수 f (x)에 대하여 다음이

성립합니다.

lim
x→⋆

f (g (x)) = f

(
lim
x→⋆

g (x)

)
= f

(
g

(
lim
x→⋆

x

))
= f (g (⋆))

즉 ‘연속함수의 재해석’에 따르면 연속함수와 lim의 순서를 바꿀 수 있으므로, 연속함수가

겹겹이 취해져 있어도 관계없이, 함수와 lim의 순서를 연달아 바꾸어 계산할 수 있는 것입

니다. 이는 치환을 이용하여 다음과 같이 쉽게 증명할 수 있습니다.

증명

g (⋆) = ♦라 하면 함수 f (x)는 x = ♦에서 연속이므로 lim
x→♦

f (x) = f (♦)이다.

한편 g (x) = t라 치환하면 x → ⋆일 때 t → ♦이므로 주어진 극한을 다음과 같이

계산할 수 있다.

lim
x→⋆

f (g (x)) = lim
t→♦

f (t) = f (♦)

= f (g (⋆))

■



③ 치환해서 극한값을 구할 수 있다.
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lim
x→⋆

f(x) = lim
t→⋆

f(t)는 치환이 아니라 변수 교체

lim
x→⋆

f(x) = lim
t→⋆

f(t)와 같은 식에서 변수가 t에서 x로 바뀌다보니, 이 식이 의미하는

것이 지금까지 논한 치환과 같은 것이라고 착각할 수 있습니다. 그러나 이것은 치환이

아니라 단순한 변수 교체이므로 주의합시다.

이렇게 변수를 바꾸어도 상관없는 이유는 주어진 극한의 주인공이 ‘t와 x’가 아니라, ‘f

와 ⋆’이기 때문입니다. 극한에서 논하고 싶은 함수는 f이고, 수렴 여부를 따지고 싶은

위치는 ⋆입니다. f와 ⋆의 연결고리 역할을 하는 것이 x와 t일 뿐이며, x와 t 자체가

식에서 중요한 것이 아닙니다.

예를 들어 다음의 식 변형 과정을 생각해봅시다.

lim
x→0+

(
x+ x2

)
= 0 · · ·①

lim
t→∞

(
1

t
+

1

t2

)
= 0 · · ·②

lim
x→∞

(
1

x
+

1

x2

)
= 0 · · ·③

이때 ②에서 ③으로 넘어가는 과정에서 많은 학생들이 다음과 같이 질문하곤 합니다.

‘①에서 ②로 넘어갈 때 x =
1

t
로 치환했는데, 왜 ②에서 ③으로 넘어갈 때 t를 x랑 같다고

두는 건가요? x =
1

t
였으니까 t 자리에

1

x
을 넣어야 하는 것 아닌가요?’

그러나 앞서 설명했듯이 ①에서 ②로 넘어가는 것은 치환이고, ②에서 ③으로 넘어가는

것은 치환이 아닙니다. 그저 동일한 의미의 극한 식을 설명하기 위한 변수를 t에서 x로

바꾸었을 뿐입니다. 비슷한 예로, 함수 f (t)의 t = 3에서의 함숫값이나, 함수 f (x)의

x = 3에서의 함숫값이나 모두 f (3)으로 같은 것, 정적분에서
∫ b

a

f (t) dt =

∫ b

a

f (x) dx

인 것121) 121) 정적분에 대해서는

Calculus에서 더 자세히

설명합니다.

등이 있습니다.
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x > 1일 때 네 함수 loga x, logb x, logc x, logd x의 비교

O x

y

xa= logy

xb= logy

xc= logy

xd= logy

x > 1일 때, logc x < logd x < 0 < loga x < logb x입니다. 이를 시각적으로 이해하면

다음과 같습니다.

① 로그함수의 밑이 1보다 크면 x > 1에서 x축 위쪽 영역에 그려지고, 1보다 작으면 x

축 아래쪽 영역에 그려진다.

② 로그함수에서 밑의 값이 1에 가까울수록 그래프가 0 < x < 1에서 기준선과 가까워

지고, 1과 멀수록 그래프가 기준선과 멀어진다.

③ 로그함수의 밑의 값이 1과 가까울수록 그래프가 x축과 멀어지고, 1과 멀어질수록

그래프가 x축과 가까워진다.

0 < x < 1일 때 네 함수 loga x, logb x, logc x, logd x의 비교

O x

y

xa= logy

xb= logy

xc= logy

xd= logy

0 < x < 1일때, logb x < loga x < 0 < logd x < logc x입니다. 이를 시각적으로이해하면

다음과 같습니다.

① 로그함수의 밑이 1보다 크면 음의 값을 갖고, 1보다 작으면 양의 값을 가지며, 밑의

범위에 관계없이 기준선과 점근선 사이에 그려진다.

② 로그함수에서 밑의 값이 1에 가까울수록 그래프가 기준선에 가까워지고, 1과 멀어

질수록 그래프가 기준선과 멀어진다.

③ 로그함수의 밑의 값이 1과 가까울수록 그래프가 y축과 먼 모습으로 그려지고, 1과

멀어질수록 그래프가 y축과 가까워진다.

O xc

y

xa= logy

xb= logy

xc= logy
xd= logy

= 1cclog

1c <dlog

1−c >alog

1−=cblog

(a)

1−

1

O xb

y

xa= logy

xb= logy

xc= logy

xd= logy

1b <alog

= 1bblog

1−b >dlog

1−=bclog

(b)

x = c나 x = b를 그려 위에서 설명한 그래프의 위치관계를 쉽게 이해할 수 있습니다.
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밑의 변화에 따른 지수함수와 로그함수의 변화 : 언제 축에 더 가까워지는가

O x

y

2
√

=a= 2a

= 4a

= 1a

O x

a가 증가

a가 증가

y

그림과 같이 y = ax에서 a > 1인 a의 값이 커짐에 따라 y축과 x축에 가까워짐을 알 수

있습니다. 즉 두 축에 더 가까운 그래프의 밑이 더 큽니다.

O x

y

O

y

2

1
=b 3

1
=b

= 1b

x

b가 감소

b가 감소
2

2
√

=b

그림과 같이 y = bx에서 0 < b < 1인 b의 값이 작아짐에 따라 y축과 x축에 가까워짐을

알 수 있습니다. 즉 두 축에 더 가까운 그래프의 밑이 더 작습니다.145) 145) 이때 b−x =

(
1

b

)x

임을 생각하면, 1보다 큰

양수인
1

b
이 커질수록

축에 가까워진다고

생각할 수도 있습니다.

O x

y 2=c

= 2c

= 4c

O x

y

c가 증가

c가 증가

그림과 같이 y = logc x에서 c > 1인 c의 값이 커짐에 따라 x축과 y축에 가까워짐을 알

수 있습니다. 즉 두 축에 더 가까운 그래프의 밑이 더 큽니다.

O x

y

d가 감소

O x

y

2

2
√

=d

2

1
=d

4

1
=d

d가 감소

그림과같이 y = logd x에서 0 < d < 1인 d의값이작아짐에따라 x축과 y축에가까워짐을

알 수 있습니다. 즉 두 축에 더 가까운 그래프의 밑이 더 작습니다.146)

146) 이때

logd x = − log 1
d

x

임을 생각하면, 1보다 큰

양수인
1

d
이 커질수록

축에 가까워진다고

생각할 수도 있습니다.
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삼각함수의 정의

중심이 원점 O이고 반지름이 r인 원 위의 점 P (x, y)에 대하여 세 삼각함수 사인, 코사

인, 탄젠트의 정의가 다음과 같음을 숙지한 상태에서 논의를 시작합시다.

sin θ =
y

r
, cos θ =

x

r
, tan θ =

y

x

이때 반지름 r이 1인 경우를 생각하면 sin θ =
y

1
= y, cos θ =

x

1
= x가 되어 x와 y

만을 이용하여 사인, 코사인, 탄젠트를 설명할 수 있게 됩니다. 이와 같이 삼각함수에서

단위원을 활용하는 것은 계산과 사고의 편리성 측면에서 자연스럽습니다.

O 1

1

x

y

θ
1−

1−

)θsinθ,) = (cosx, yP(

(기울기) θ= tan

단위원 위의 점 P (x, y)에 대하여 sin θ = y, cos θ = x이므로, 사인은 P의 y좌표이고

코사인은 점 P의 x좌표임을 알 수 있습니다. 이때 −1 ≤ x ≤ 1, −1 ≤ y ≤ 1이므로

−1 ≤ cosx ≤ 1, −1 ≤ sinx ≤ 1입니다. 그리고 tan θ는 직선 OP의 기울기의 정의와

동일합니다. 이를 바탕으로 사인, 코사인, 탄젠트를 다시 살펴봅시다.

사인함수와 코사인함수 다시 살펴보기

사인함수 : 점 P의 y좌표 관찰

O

P

P

P

P

x

y

(a)

O

P

PP

P

y

x

(b)

O

1

θ
π2

π

1−

y

(c)

(a)와 같이 0 < θ < π일때에는 P의 y좌표가양수이고, (b)와 같이 π < θ < 2π일때에는

P의 y좌표가 음수입니다. 또한 앞서 −1 ≤ y ≤ 1이었음을 고려하면, sin θ의 그래프는 (c)

에서 색칠된 영역에 그려집니다.
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합성으로 해석하는 삼각함수의 각변환

O x

y

2

π

x= cosy

삼각함수의 각변환은 sin (k ± θ)이나 cos (k ± θ) 꼴이 주어졌을 때 이를 간단한 ± sin

또는 ± cos 꼴로 나타내는 것입니다. 각변환하기 이전의 꼴은 합성함수이므로, 합성함수

단원에서 다루는 것입니다. 전통적인 방법과 새로운 관점을 배워봅시다.

전통적인 방법

f (θ) = cos (3π − θ)을 여러 가지 방법으로 각변환해봅시다.

주기성과 대칭성을 이용하기

삼각함수의 주기성과 대칭성을 이용하여 군더더기로 붙은 k나 ±를 떼어낼 수 있습니다.

먼저 주기성을 이용하면 cos (θ + 2π) = cos θ이므로 cos (3π − θ) = cos (π − θ)입니다.

이때 대칭성을 이용하면 y = cos θ는 중심이
(π
2
, 0
)
인 점대칭함수이므로 cos (π − θ) =

− cos θ입니다.

단위원을 이용하기

O 1

1

x

y

θθ−π
1−

1−

사인은 단위원에서 y좌표, 코사인은 단위원에서 x좌표를 나타냅니다. cos (3π − θ) =

cos (π − θ)에서 θ가 0 ≤ θ ≤ π

2
일 때를 생각하면, 동경이 π − θ일 때의 x좌표는 동경이

θ일 때 x좌표와 부호만 다르므로 cos (π − θ) = − cos θ입니다.
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예제 1. 다음 삼각함수를 간단히 나타내시오.174)174) (1), (2), (3), (4)는 매우

자주 쓰이므로

암기하도록 합시다.
⑴ sin

(π
2
+ x
)

⑵ sin
(π
2
− x
)

⑶ cos
(π
2
+ x
)

⑷ cos
(π
2
− x
)

⑸ cos

(
3

2
π + x

)

⑹ sin

(
7

2
π − x

)

새로운 각변환

그런데 이런 복잡한 과정 없이도 간단히 각변환할 수 있는 방법이 있습니다.

① 주어진 함수를 f (θ)라 둔다.

② f (0)을 구한다.

⑴ f (0) = +1이면 f (θ) = +cos θ이다.

⑵ f (0) = −1이면 f (θ) = − cos θ이다.

⑶ f (0) = 0이면 ③을 진행한다.

③ f
(π
2

)
를 구한다.

⑴ f
(π
2

)
= +1이면 f (θ) = + sin θ이다.

⑵ f
(π
2

)
= −1이면 f (θ) = − sin θ이다.

이렇게 해석할 수 있는 이유는 sin과 cos의 그래프의 특징 떄문입니다. 두 그래프는 서

로 x축 방향으로 적당히 평행이동하거나, x축 또는 y축에 대하여 대칭이동하였을 때

모양을 겹치게 할 수 있습니다. 그런데 각변환 이전의 함수식은 속함수가 ‘기울기가 ±1

인 일차함수’인 상황이므로, 그래프의 신축은 일어나지 않고, 평행이동 또는 y축에 대한

대칭이동만 일어납니다. 따라서 평행이동된 결과가 ± sinx 또는 ± cosx 중 하나일 수밖에

없는 것입니다.

다시 f (θ) = cos (3π − θ)을 생각해봅시다. f (0) = −1이므로 새로운 관점에 의해

f (θ) = − cos θ입니다.
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등비수열 2-2 : y = krx의 꼴로 표현할 수 있다.

O 1 2 3 x

y

2r

3r

xr=y xr=y

O 1 2 3 x

1)k >(

xkr=y

1)< k <(0

xkr=y

y

1)< k <(0

xkr=y

1)k >(

xkr=y

등비수열의 일반항은 an = arn−1이므로
a

r
= k라 하면 an = krn입니다.154) 154) 전제에서 모든 항이

양수인 수열이었으므로,

k > 0입니다.

이때 그

래프의 신축에 의해 k의 값에 따라 k > 1이면 분홍색으로, 0 < k < 1이면 회색으로

변형됩니다.

등비수열 2-3 : y = rx+p 꼴로 표현할 수 있다.

an = krn에서 로그의 정의에 의해 k = rlogr k이므로 logr k = p이라 하면 krx = rx+p

입니다. 이는 지수함수의 그래프를 x축 방향으로 −p만큼 평행이동한 함수라 해석할 수도

있고, 일차함수 x+ p에 지수함수 rx를 취한 것이라 생각할 수도 있습니다.

등비수열 2-4 : 모든 항이 양수인 등비수열에 로그를 취하면 등차수열이 된다.

krx나 rx+p에밑이 r인로그를취하면각각 x+logr k와 x+p입니다. 따라서일차함수가

나오므로 등비수열에 로그를 취하면 등차수열이 나옴을 알 수 있습니다. 밑이 r이 아닌

다른 로그를 취해도 등차수열이 됩니다.

모든 항이 양수인 등비수열에 로그를 취하면 등차수열이 되는 근본적 이유

앞서 말했듯 등비수열은 일차함수 x+ p에 지수함수 rx를 취한 것이라 생각할 수도

있습니다. 일차함수를 f , 지수함수를 g라 하면 모든 등비수열은 g (f (n))의 꼴로

표현됩니다. 이때 g의 역함수를 h라 하면 h는 밑이 r인 로그함수이고, 여기에 h를

취하면 h (g (f (n))) = f (n)이고, 앞서 배웠듯 f (n)은 일차함수이므로 등차수열입

니다. 밑이 r인 로그함수가 아닌 다른 로그를 취하면 등차수열이 되는 이유도 동일한

방법으로 설명할 수 있습니다.
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준주기함수와 빼기함수를 이용하여 주기함수 만들기

준주기함수보다는주기함수가다루기쉽습니다. 준주기함수 f가주어졌을때빼기함수를

이용하여 주기함수 g를 만들어봅시다.

f (x+ a) = f (x) + b가 성립할 때, g (x) = f (x)− b

a
x라 하면 다음이 성립하므로 g (x)

는 주기함수입니다.

g (x+ a) = f (x+ a)− b

a
(x+ a) = f (x) + b− b

a
x− b = g (x)

O x

b

ay

x
a

b
=y

x

a

y

)x(g=y

O

a

이는그림을통해직관적으로도이해할수있습니다. 그림과 같이준주기함수 f는 x가 a

만큼커질때마다 y가 b만큼커지는성질을갖고있습니다. 이러한성질을제거하기위해서

x가 a만큼 커질때마다 y가 b만큼 커지는 성질을 갖고 있는 함수인 일차함수 y =
b

a
x를

빼어 상쇄하는 것입니다.

대소비교함수

f (x)와 g (x) 중에서 작지 않은 값을 M (x), 크지 않은 값을 m (x)라 하면, M과 m은

f와 g의 함숫값을 대소비교하여 적당한 값을 취하는 함수입니다. 이를 대소비교함수라

부르기로 합시다.

대소비교 함수의 그래프

O x

y )x(f=y

)x(g=y

(a)

O x

y )x(M=y

(b)

O x

y

)x(m=y

(c)

y = f (x)와 y = g (x)가 (a)와 같을 때, y = M (x)는 (b)와 같고, y = m (x)는 (c)와

같습니다.
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함수의 성질과 미적분의 관계 다시보기

도함수가 선대칭함수일 때

O x

y )x(′f=y

k=x

a−k a+k O x

y

ka−k a+k

)x(f=y

도함수 f ′ (x)가 대칭축이 x = k인 선대칭함수일 때,
∫ k−a

k

f ′ (x) dx와
∫ k+a

k

f ′ (x) dx가

항상 부호는 다르고 절댓값은 같습니다. 이는 x = k를 기준으로 왼쪽에서 어느 양만큼

함숫값이증가(감소)하면 오른쪽에서동일한양만큼함숫값이감소(증가)함을 의미합니다.

이것이 선대칭함수를 부정적분해 얻은 원시함수가 점대칭함수인 이유입니다.

도함수가 점대칭함수일 때

a−k
a+k

O xk

y )x(′f=y

O x

y )x(f=y

a−k a+k

k=x

도함수 f ′ (x)가 중심이 (k, l)인 점대칭함수일 때, l = 0이면, 즉 중심이 x축 위에 있으면

도함수의 값이 부호만 달리하며 대칭적으로 나타나므로
∫ k−a

k

f ′ (x) dx와
∫ k+a

k

f ′ (x) dx

가항상같습니다. 이는 x = k를기준으로왼쪽에서어느양만큼함숫값이증가(감소)하면

오른쪽에서 동일한 양만큼 함숫값이 증가(감소)함을 의미합니다.

O xk

l

y )x(′f=y

O x

y )x(f=y

a−k
a+k

k
a−k

a+k

그러나 l ̸= 0이면, 즉 중심이 x축 위에 있지 않으면 그렇지 않으므로, f (x) 증감의 양상에

서 대칭성을 잃게 됩니다. 이것이 바로 점대칭함수를 부정적분해서 얻은 원시함수가 오직

도함수의 중심이 x축 위에 있을 때에만 선대칭함수인 이유입니다.
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삼차함수 (1) : 삼차함수에서 극점과 변곡점으로 등차수열 찾기

xαa β

d+ 2αd−α

b

d+ 3α

두 실근 α, β (α < β)를 갖는 임의의 이차함수에 대하여 α, ‘대칭축의 x좌표’, β가 이

순서대로등차수열을이룬다는점에착안하여 β = α+2d라두면대칭축의 x좌표는 α+d

입니다. 이때 그림과같이 x = a, x = b를생각하여넓이가같은세영역을생각할수있을

것입니다. 정적분을 이용하여 구하면 (계산 생략)177)177) 이차함수 식을 세우고

바로 계산 또는

치환적분으로

계산합니다.

a = α− d, b = α+ 3d입니다.

xα βd−α d+ 3α

)x(f=y

이를 도함수의 정적분으로 이해하면, 이 이차함수의 원시함수인 삼차함수 f (x)에 대하여

두 극점과 변곡점을 이용해 등차수열을 만들고, 이 등차수열을 좌우로 한 칸씩 확장하여

얻은 두 점이 각각 극점과 함숫값이 같은 점임을 알 수 있습니다.

삼차함수 (2) : 변곡점과 함숫값이 같은 점 찾기

x
k d+kd−k

m n

이번에는이차함수의대칭축을 k라두고두근을 k−d, k+d로잡고, 그림과같이 x = m,

x = n을 생각하여 넓이가 같은 네 영역을 생각해봅시다. 정적분을 이용하여 구하면 (계산

생략)178)178) 이차함수 식을 세우고

바로 계산 또는

치환적분으로

계산합니다.

m = k −
√
3d, n = k +

√
3d입니다.
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)x(f=y

xd−k k d+k

이를 도함수의 정적분으로 이해하면, 이 이차함수의 원시함수인 삼차함수 f (x)에 대하여

두 극점과 변곡점을 이용해 등차수열을 만들고, 이 등차수열을 좌우로 한칸씩 확장한 것보

다는 약간 못 미쳤을 때 얻는 두 점이 각각 변곡점과 함숫값이 같은 점임을 알 수 있습니다.

이 1과
√
3의 비율 때문에 삼차함수 문제에서

√
3이 자주 등장할 수밖에 없는 것입니다.

사차함수

)x(f=y

)x(f=y

x

x

)x(′f=y

)x(′f=y

α β γ

α β γ

α β γ

α β γ

k=y

사차함수의 세 극점의 x좌표가 α, β, γ (α < β < γ)일 때, 두 극솟값이 같으면 β =
α+ γ

2

인 이유를 알아봅시다. f ′ (x)의 세 근이 α, β, γ인데, 세 값이 등차수열을 이루지 않으면

y = f ′ (x)의 변곡점을 지나는 직선 y = k를 생각했을 때, 점대칭에 의해 y = f ′ (x)와

직선 y = k로 둘러싸인 두 영역의 넓이가 같으므로, 색칠된 두 영역의 넓이가 달라집니다.

그러면 두 극솟값이 같지 않으므로 조건에 위배됩니다. 세 값이 등차수열을 이루면 점대칭

에 의해 두 영역의 넓이가 같으므로 두 극솟값이 같습니다.
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두 함수 f , g에 대하여 g (x)의 치역이 f (x)의 정의역의 부분집합이며, f (x)와 g (x)가

미분가능할 때, 함수 h (x) = f (g (x))를 해석해봅시다.

전통적인 방법과 그 한계

세그래프 y = f (x), y = g (x), y = x의위치관계를알때 y = h (x)를그리는전통적인

방법을 배워봅시다.

O xab

b

c

y )x(f=y

)x(g=y

x=y

g (a) = b, f (b) = c, h (a) = c일 때, y = g (x) 위의 한 점 (a, b)와 y = f (x) 위의

한 점 (b, c)를 찾으면 y = h (x) 위의 점 P (a, c)를 잡을 수 있습니다. 이를 그리기 위해

전통적으로 사용되는 방법은 다음과 같습니다.

① x축 위의 점 (a, 0)을 이용해 (a, b)를 잡고, y축 위의 점 (0, b)를 잡는다.

② y축 위의 점 (0, b)와 y = x를 이용해 x축 위의 점 (b, 0)을 잡는다.

③ x축 위의 점 (b, 0)을 이용해 (b, c)를 잡고, (a, c)를 잡는다.

O xa

b

y )x(f=y

)x(g=y

x=y

O b

b

y )x(f=y

)x(g=y

O ab

c

y )x(f=y

)x(g=y

x=y x=y

x x

이는 자연스러운 발상이기는 하지만, 전체의 그래프를 그리는 것이 아니라 한 점을 찾는

방법에 그칠 뿐이고, 그마저도 a와 c의 관계가 시각적으로 명확히 드러나지 않는다는

단점이 있습니다. 따라서 이 방법은 잠시 접어두고, 다른 방법을 알아봅시다.
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합성함수를 분석하는 새로운 방법 : 극점만 찾아서 그리자

미분가능한 함수의 그래프는 극점의 x좌표를 찾고, 각각의 극점에 대하여 극값(극점의 y

좌표)를 찾고 나면, 나머지 구간에서는 증감성이 확정되어 쉽게 그릴 수 있습니다. 그런데

우리는 합성함수의 극점을 찾는 방법을 배운 적이 없습니다. 정확히는 〈미적분〉 선택자만

배우고, 미선택자는배우지않습니다. 그래서이단원에서는 〈미적분〉을 선택하지않고도,

합성함수의 극점을 찾아 그 그래프를 그리는 새로운 방법을 배워볼 것입니다.

정리

함수 h (x) = f (g (x))가 x = a에서 극값을 가지면 ① 또는 ②가 성립한다.

① 함수 g가 x = a에서 극값을 갖는다.

② 함수 f가 x = g (a)에서 극값을 갖는다.

역으로 ① 또는 ②가 성립하면 h가 x = a에서 극값을 갖는다.

이 정리를 이용하면 다음과 같은 방법으로 합성함수 h (x) = f (g (x))의 극점의 x좌표를

찾을 수 있습니다.

보기

① g (x)의 극점의 x좌표를 찾는다.

② f (t)의 극점의 t좌표 t를 찾고, t = g (x)인 x를 찾는다.

③ ①과 ②에서 찾은 x가 h의 모든 극점의 x좌표이다.

이렇게 극점의 x좌표 α1, α2, · · · , αn을 찾고 나면, h (αn) = f (g (αn))이므로 직접 대

입하여그값을찾거나, 전통적인방법에서배운바와같이 y좌표를찾을수있을것입니다.

앞으로는 위 정리와 방법이 어떻게 도출되었는지 그 과정을 배워봅시다. 다만, 논의의

편의를 위하여 f와 g는 정의역 일부 구간에서 ‘상수함수’도, 그 함수도 아님을 전제로

합니다.195) 195) f 또는 g가

상수함수이면 h도 해당

구간에서 상수함수이니

의미가 없습니다. 한편

그 함수조차 아직

단독으로도 수능에

출제되지 않은

상황이므로, 출제된

이후에 그 함수를 다른

함수와 합성한 상황을

공부해도 늦지 않습니다.

앞으로 펼쳐질 논리의 흐름은 대략적으로 다음과 같습니다. 이 흐름을 숙지한 상태에서

글을 읽어나가며 사고하시기 바랍니다.

① 특정 구간에서 f와 g의 증감성이 어떠한지를 살펴보고, 각각의 경우 h의 증감성을

확인한다.

⑴ f와 g의 증감성이 같으면 h가 증가한다.

⑵ f와 g의 증감성이 다르면 h가 감소한다.

⑶ 그러니 h를 분석할 때에는 증가구간들과 감소구간들로 쪼개자.

② f ′ = 0 또는 g′ = 0인 지점이 구간에 포함된다면, 그 지점을 기준으로 구간을 쪼갠

후, 각각의 구간에서 f , g, h의 증감성을 확인한다.

③ 모든 경우를 확인해본 결과, 위의 정리와 결론을 얻는다.
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