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문제1 30점

다음제시문을읽고물음에답하시오.

<가>양수 u, v에대하여 u+ v ≥ 2
√
uv이다.

<나>닫힌구간에서연속인두함수의대소관계를적분하면정적분의대소관계를얻을수있다.
<다> ddx sinx = cosx, ddx cosx = − sinx이다.

[1‑1] · 15점
실수 s > −2에대하여

hs(x) =
x2

x4 + sx2 + 1
(x > 0)

로정의한다. 모든양수 x에대해 hs(x) ≤ M(s)가성립하도록하는가장작은상수M(s)를구하시오. 등호가성립하는
x도구하고,

∫ 3

1

hs(x)dx < 2M(s)임을증명하시오.

[1‑2] · 15점
도함수와함수의증가·감소를이용하여 0 < u ≤ 1일때

u− u3

6
< sinu < u

임을증명하시오. 이를이용하여다음부등식을증명하시오.
23

16
<

∫ 2

1

x3 sin
(

1

x2

)
dx <

3

2
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[1‑1] 상세해설 15점

1. 정의한함수의분모가양수인지확인합니다
x > 0에서

x4 + sx2 + 1 = x2

(
x2 + s+

1

x2

)
.

x2 +
1

x2
≥ 2이고 s > −2이므로괄호안은 s+ 2 > 0이상입니다. 따라서분모는항상양수이고, 함수는양의실수전체

에서잘정의됩니다.
2. 모든 x에서성립하는부등식과등호성립지점을찾습니다

hs(x) =
1

x2 + s+ 1
x2

≤ 1

s+ 2
.

등호는 x2 =
1

x2
, 즉 x = 1에서만성립합니다. 실제로 hs(1) =

1

s+ 2
이므로이상수보다작은수는모든함수값을눌러

줄수없습니다. 따라서가장작은상수는M(s) =
1

s+ 2
입니다.

3. 점별등호와적분의등호를구별합니다
1 < x ≤ 3에서는 hs(x) < M(s)이고두함수는연속입니다. 따라서∫ 3

1

hs(x)dx <

∫ 3

1

M(s)dx = 2M(s).

정답 M(s) =
1

s+ 2
; x = 1에서만등호가성립하고적분에서는등호가성립하지않습니다.

수리논술모범답안

x2 +
1

x2
≥ 2와 s > −2에의해분모가양수이고

hs(x) =
1

x2 + s+ 1
x2

≤ 1

s+ 2
.

등호는 x = 1에서만성립하며 hs(1) =
1

s+ 2
이다. 따라서가장작은상수는M(s) =

1

s+ 2
이다. 1 < x ≤ 3에서

엄밀한부등식이성립하고함수들이연속이므로
∫ 3

1

hs(x)dx < 2M(s)이다.

채점기준 · 15점

평가내용 배점

분모의양수조건확인 3
산술평균과기하평균의관계로부등식유도 4
등호가실제로성립하여가장작은상수임을설명 4
적분의엄밀한부등식증명 4

빠르게정리하는방법

x2 +
1

x2
− 2 =

(
x− 1

x

)2

로정리하면등호조건까지한번에보입니다.
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[1‑2] 상세해설 15점

세제곱항이보이더라도고등학교밖의전개공식을쓸필요가없습니다. 비교할함수의도함수를한단계씩연결하
면됩니다.

1. 먼저 sinu < u를증명합니다
A(u) = u− sinu로놓으면 A(0) = 0입니다. 0 < u ≤ 1에서 cosu < 1이므로

A′(u) = 1− cosu > 0.

따라서A(u) > 0, 즉 sinu < u입니다.
2. 코사인함수의비교를한단계거칩니다

B(u) = cosu− 1 +
u2

2
로놓으면B(0) = 0이고

B′(u) = u− sinu = A(u) > 0 (0 < u ≤ 1).

따라서B(u) > 0입니다.
3. 사인함수의아래쪽비교를완성합니다

C(u) = sinu− u+
u3

6
로놓으면 C(0) = 0이고

C ′(u) = cosu− 1 +
u2

2
= B(u) > 0.

따라서 C(u) > 0, 즉 sinu > u− u3

6
입니다.
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6

도함수로증명한두비교식. 아래쪽곡선과사인함수의차이는작지만 u > 0에서양수입니다.

4. u =
1

x2
를대입하고양수를곱합니다

1 ≤ x ≤ 2이면 1

4
≤ 1

x2
≤ 1이므로위부등식을적용할수있습니다.

1

x2
− 1

6x6
< sin 1

x2
<

1

x2
.

양수 x3을곱하면
x− 1

6x3
< x3 sin 1

x2
< x.
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5. 비교함수들의적분을정확히계산합니다

∫ 2

1

xdx =
3

2
,

∫ 2

1

1

6x3
dx =

[
− 1

12x2

]2
1

=
1

16
.

따라서아래쪽적분은 3

2
− 1

16
=

23

16
입니다.

정답 23

16
<

∫ 2

1

x3 sin 1

x2
dx <

3

2
.

수리논술모범답안

A(u) = u−sinu,B(u) = cosu−1+
u2

2
,C(u) = sinu−u+

u3

6
로놓는다. 세함수는 0에서 0이고, 0 < u ≤ 1에

서 A′(u) = 1 − cosu > 0, B′(u) = A(u) > 0, C ′(u) = B(u) > 0이다. 따라서 u − u3

6
< sinu < u이다.

u =
1

x2
를대입하고 x3을곱한뒤 [1, 2]에서적분하면

∫ 2

1

(
x− 1

6x3

)
dx <

∫ 2

1

x3 sin 1

x2
dx <

∫ 2

1

xdx.

양끝의값은각각 23

16
, 3
2
이므로성립한다.

채점기준 · 15점

평가내용 배점

세함수의초깃값과도함수관계로부등식증명 7
대입범위와양수곱확인 3
비교함수의적분값계산 3
엄밀한부등호와최종결론 2

답안에서빠뜨리면안되는부분
{u− sinu}′는 1− cosu입니다. 부호를반대로쓰면증가성의근거가틀립니다. 또한세함수모두 0에서의값을확인해
야증명이이어집니다.
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