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1 · 접선이만드는삼각형의최소넓이
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함수 f(x) = x3 + 1
x (x > 0)의그래프위의점 P (t, f(t))에서의접선이 x축과만나는점을 A, 점 P에서 x축에

내린수선의발을B라할때,삼각형APB의넓이를 S(t)라하자. 단, t > 1
4√3
이다.

1. S(t)를 t에관한식으로나타내시오. [기출원문]

2. S(t)의최솟값을구하시오. [기출원문]

풀이의근거와경우구분을문장으로적으세요.
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문제의조건과물음

함수 f(x) = x3 + 1
x (x > 0)의그래프위의점 P (t, f(t))에서의접선이 x축과만나는점을 A, 점 P에서 x축에내린수선

의발을B라할때,삼각형APB의넓이를 S(t)라하자. 단, t > 1
4√3
이다.

1. S(t)를 t에관한식으로나타내시오. [기출원문]

2. S(t)의최솟값을구하시오. [기출원문]

상세해설

1. 먼저기울기의부호를확인합니다. f ′(t) = 3t2 − 1
t2

= 3t4−1
t2
입니다. 주어진범위에서는 3t4 − 1 > 0이므로

접선의기울기는양수입니다. 높이 PB = f(t) > 0를기울기로나누면가로길이 AB가됩니다. 좌표를구하기
전에이구조를잡으면부호실수를줄일수있습니다.
2. 접선과밑변의길이를구합니다.

y − f(t) = f ′(t)(x− t), xA = t− f(t)

f ′(t)
.

따라서 xA < t이고
AB = t− xA =

f(t)

f ′(t)
=

t(t4 + 1)

3t4 − 1
, PB =

t4 + 1

t
.

여기서 A의 x좌표가양수인지음수인지는넓이에영향을주지않습니다. 반드시 A와 B 사이의길이를써야합
니다.
3. 넓이를정리합니다.

S(t) =
1

2
AB · PB =

(t4 + 1)2

2(3t4 − 1)
.

4. 치환후증가와감소를판단합니다. u = t4로놓으면 u > 1
3이고, t 7→ u는증가하므로 u에대한최소를구해

도됩니다.
T (u) =

(u+ 1)2

2(3u− 1)
, T ′(u) =

(u+ 1)(3u− 5)

2(3u− 1)2
.

분모와 u+ 1이양수이므로부호는 3u− 5로결정됩니다.

u 1
3 (13 ,

5
3)

5
3 (53 ,∞)

T ′(u) − 0 +

T (u) ↘ 8
9 ↗

5. 등호조건까지적습니다. u = 5
3 , 즉 t = 4

√
5
3일때 S(t) = 8

9입니다. 양쪽구간에서감소후증가하므로단순
한극솟값이아니라주어진전체범위에서의최솟값입니다.
빠른확인. 다음항등식으로도바로확인할수있습니다.

S(t)− 8

9
=

(3t4 − 5)2

18(3t4 − 1)
≥ 0.
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분모가양수라는조건을함께쓰면완전한대안풀이가됩니다.

x

y

P

BA

그림은한접점에서의위치관계를설명한것입니다. 넓이계산은위의일반식으로진행합니다.

논술모범답안

f ′(t) > 0이므로 AB = f(t)
f ′(t) , PB = f(t)이다. 따라서 S(t) = (t4+1)2

2(3t4−1)
이다. u = t4 > 1

3로놓으면넓이의도함
수는 (u+1)(3u−5)

2(3u−1)2
이므로 u = 5

3을기준으로감소후증가한다. 따라서최솟값은 8
9이다.

학습용채점기준

30점: 접선·밑변 8점, 넓이식 7점, 치환·도함수 7점, 증감·최솟값·등호조건 8점.
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