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어떤양의실수 a에대하여, x ≥ 0에서정의된두곡선

y = ex, y = a sinx

가 오직 한 점에서 만난다. 이때 두 곡선 y = ex, y = a sinx 및 y축으로 둘러싸인 도형의 넓이를
구하시오.

풀이공간
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문제

어떤양의실수 a에대하여, x ≥ 0에서정의된두곡선

y = ex, y = a sinx

가 오직 한 점에서 만난다. 이때 두 곡선 y = ex, y = a sinx 및 y축으로 둘러싸인 도형의 넓이를
구하시오.

핵심발상

두곡선이한점에서만만난다는것은그교점에서두그래프가서로접한다는뜻이다. 따라서함수값과
도함수값을동시에맞춘뒤넓이를적분한다.

1. 유일한교점은접점이다
g(x) = ex − a sinx라하자. x ≥ 0에서두곡선이오직한점 x = α에서만나므로

g(α) = 0, g′(α) = 0.

즉,
eα = a sinα, eα = a cosα.

두식을비교하면 sinα = cosα이고, a > 0이며교점은 0 < α ≤ π/2에있으므로

α =
π

4
, a =

√
2 eπ/4.

2. 넓이계산
구하는영역에서는 ex ≥ a sinx이므로

S =

∫ π/4

0

(
ex −

√
2eπ/4 sinx

)
dx

=
[
ex +

√
2eπ/4 cosx

]π/4
0

= (2−
√
2)eπ/4 − 1.

답안작성포인트

“한 점에서만난다”를곧바로접한다고쓰지말고, g(α) = g′(α) = 0을명시하면논리의빈틈이없다.

Blue Math교재연계

• 개념총정리 Lecture 11, 문제 11‑1: 지수함수와다른함수의교점개수를접선조건으로바꾸는
구조가직접연결된다. 이문항역시 “근의개수=1”을 “중근/접점”으로해석한다.
• Lecture 10, 문제 10‑5: x sinx의그래프를미분으로분석하는문제. 삼각함수그래프와증가·
감소를통해교점위치를제한하는과정이유사하다.
• Lecture 13,문제13‑9: 지수함수와삼각함수가섞인적분을정리하는연습. 마지막넓이계산에서
같은적분감각을쓴다.
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최종답

S = (2−
√
2)eπ/4 − 1

2

핵심유형 01보완: 교점의유일성과첫접점
sinx ≤ 0이면 ex = a sinx는불가능하다. sinx > 0인구간 (2kπ, (2k + 1)π)에서 h(x) = ex/ sinx라두
면

h′(x) =
ex(sinx− cosx)

sin2 x .

따라서 h는 x = 2kπ + π/4까지감소하고이후증가하며, 양끝에서 +∞로발산한다. 각구간의최솟값은

mk =
√
2 e2kπ+π/4 (k = 0, 1, 2, . . .)

이고m0 < m1 < · · ·이다. a < m0이면교점이없고, a > m0이면첫구간에서이미두교점이생긴다. 그
러므로교점이오직하나이려면 a = m0 =

√
2eπ/4이어야한다. 이때첫구간에서만접하고, 뒤 구간에서

는 a < mk이므로교점이없다.
접점은 α = π/4이며, [0, π/4]에서 ex − a sinx ≥ 0이다. 이로써앞쪽넓이적분의구간과두함수의대소
관계까지정당화된다.
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